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CMB Power SpectrumPlanck Level Noise :
w-1/2 = 63 μK•arcmin　 

LiteBIRD Level Noise :
w-1/2 = 2 μK•arcmin　 

tensor mode CMB

Gravitational Lens

r=0.001　 

r=0.01　 

r=0.1　 

r=1.0　 

If lower limit is improved, 
high accurate component separation 

scheme is required !

r ~ 0.001　 
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philosophy:

component separation scheme which is able to evaluate 
the systematics introduced by incorporating the 
physics of the foregrounds quantitatively.

“no mask”

“template free”

We currently choose hierarchical bayesian method



Takahiro Morishima  (Astronomical Institute, Graduate School of Science, Tohoku University)

toward LiteBIRD Sky Model
(LSM)
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simulation data:

Synchrotoron  U-map  
Synchrotoron  Q-map  

WMAP7yr MCMC foreground maps
(only polarized foreground maps 

enable to access )

scalar+tensor+glens component including
which is produced by CAMB

(r=1.0, 0.1, 0.01, 0.001)

044 GHz
070 GHz
100 GHz

no dust (in this simulation)
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Dust component
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+
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smoothing=1°
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true maps:

CMB  Q-map  

CMB  U-map  

Synchrotoron  Q-map  (ν0=23GHz) 

Synchrotoron  Spectral 
INDEX-map  

WMAP7yr MCMC foreground maps
(only polarized foreground maps 

enable to access )
scalar+tensor+glens component including

which is produced by CAMB
(r=1.0, 0.1, 0.01, 0.001)

Synchrotoron  U-map  (ν0=23GHz) 



Takahiro Morishima  (Astronomical Institute, Graduate School of Science, Tohoku University)

simulation data:
Synchrotoron  U-map  Synchrotoron  Q-map  

WMAP7yr MCMC foreground maps
(only polarized foreground maps 

enable to access )

scalar+tensor+glens component including
which is produced by CAMB

(r=1.0, 0.1, 0.01, 0.001)
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( no dust )

CMB component
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Dust component

+

+
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( no dust )

total
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Hierarchical Bayes method
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Bayesの公式

10

Hierarchical Bayes
Goodness of Selected models are statistically 
evaluated by using marginal log likelyhood

(marginal log liklihood) =  - log E(λ) 
= Evidence
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Foreground priors
1. Spectral Index prior

2. Jeffreys’ Ignorance prior

CMB prior
Gaussianity
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Spectral index prior:

variance
(Hyper-parametrize)

β ~ -3
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Jeffreys’ Ignorance prior:
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Jeffreys’ Ignorance prior:

 “Jeffrey’s prior is the prior in the case of no prior.” 

if linear parameter, above derivative is const.
if non-linear parameter, Jeffrey’s prior is effective.
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To take into account our 
knowledge of spatial continuty of  

intensity distribution of 
foreground:

Markov Random Field prior
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MRF prior:

i
j

fν (θ i)[ a            ]2n

n+1 n+1
n+1
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MRF prior:
In foreground components 
 “the neighbouring each pixel tend to take the same value.” 
 (= synchrotoron distribute must be continuous !)

i
j

deviation

fν (θ i)[ a            ]2n

n+1 n+1
n+1
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Exponents are also treated as hyper parameters which 
control weight of each prior

How to gather all priors:
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Exponents are also treated as hyper parameters which 
control weight of each prior

Hyper parameters

How to gather all priors:
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Exponents are also treated as hyper parameters which 
control weight of each prior

ExponentHyper parameters

How to gather all priors:
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Results applying for 
temperature 
fluctuation 
Noise per pixel = 10 μK

Nside=64　 
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correlations between the simulation and observation

no prior　 

prior　 

true map
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true map

α= 1.00
α= 0.10

α= 0.01
α= 0.00  (no MRF)
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Stokes I
(temperature)

Synchrotoron
Amplitude

Synch. spectral
INDEX

χ2 

no prior (INDEX prioronly) with prior (INDEX, Gaussian, Jeffrey prior) with prior (INDEX, Gaussian, Jeffrey 
+ MRF prior)



Takahiro Morishima  (Astronomical Institute, Graduate School of Science, Tohoku University)

marginal log likelihood :

-5.08 x106

Stokes I
(temperature)

Synchrotoron
Amplitude

Synch. spectral
INDEX

χ2 

no prior (INDEX prioronly) with prior (INDEX, Gaussian, Jeffrey prior) with prior (INDEX, Gaussian, Jeffrey 
+ MRF prior)

marginal log likelihood :

-1.29 x106
marginal log likelihood :

-1.28 x106
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120 第 5章 階層ベイズ法を用いた CMB・Foregroundの分離

5.4.3 F or e g ro u n d s a m p lin g

CMBのサンプリングができているならば、Foregroundのサンプリング—

からのサンプリング— は容易にでき、

(5.45)

からのサンプリングを行えばよい。ここで は Foregroundの事前情報のハイパーパラメー
タである。複雑で解析的に計算不可能な事前情報を考える場合、Eq.(5.45)からのサンプリン
グはMetropolis-Hastings法で行う。

5.5 CMB + Foreground sampling simulation

今まで考えたことを元に CMB + Foregroundのサンプリングのシミュレーションを行う。
シミュレーションの設定は、CMBは FWHM 3度でスムージングをかけ*8、Foregroundは
power-lawに従うものだけを考える。ノイズは全天で一様な を仮定し、order

パラメータは とした。Foreground はWMAP 3-year のMEM Synchrotron K, Ka

バンドから作成し、CMB は同じく ILC を用いた (Fig.5.17)。シミュレーションデータを
Fig.5.18、初期条件の一例を Fig.5.19に載せておく。
考える Foregroundの事前分布による解析結果の善し悪しは、

• ポテンシャル:

(5.46)

• 推定値と真の値との差の自乗：

(5.47)

• BICの代わりに を用いる。これは周辺尤度の代わりに BICで十分である
かの判断に使う。

• 対数周辺尤度： . 周辺尤度がよくなるのは推定した分布が真の分布に近いと
きである。これは以下の二通りが考えられる：
– 推定値が真の値に近い
– 事後分布の分散が小さい

*8 この為 である。
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5.4 Joint CMB and Foreground Sampling

この節の目的は§5.1,§5.2のアルゴリズムを統合し、CMB + Foregorund Sampling algo-

rithmを構築することである。

5.4.1 D a t a M o d e l

CMB観測のデータモデルを以下のように定義する：

(5.41)

ここで最初の項は、beam pattern: で畳み込まれたCMB signalである。 はForeground

全体を示す。例えば Eriksen et al. [20]では、

(5.42)

としてる。弐番目の項は、 個の空間テンプレートでその分布はmonopoleと dipoleである。
振幅 がパラメータである。参番目の項は周波数依存性が fixしている foregorund成分の
個の空間テンプレートで、その分布は外部観測 (e.g., H emissionの空間分布は free-free

放射の空間分布を良くトレースする。また spectral indexは である。)による事
前分布だと考えられる。パラメータは振幅の である。四番目の項は 個の spectral index

が fixされていない成分、一般には Synchrotron（非熱的）放射である。ある規準周波数での
Amplitude: と、spectral index: がパラメータである。

5.4.2 C MB s a m p lin g

先に見たように CMB のサンプリングは Gibbs sampler を使った方が効率がよい。そ
こで Gibbs sampler — からのサンプリング — を考える。これは Eq.(5.25),

Eq.(5.26)に於いて だけを変化させて、

(5.43)

(5.44)

とすればよい。

potential  U0

100 第 5章 階層ベイズ法を用いた CMB・Foregroundの分離

を導入すると、
(5.15)

と書ける。このとき事後分布は平均 、共分散 に従う gaussianである。この
分布に従うサンプリングの仕方について考える。今 を次のようにおく：

(5.16)

(5.17)

共分散行列は対称行列であるので、

(5.18)

である。二次形式 Eq.(5.18)を持つような gaussianからの のサンプリングは、平均零、共
分散 からのサンプリングに等しい。 は互いに独立で無相関な gaussianプロ
セスであるから、このサンプリングは

(5.19)

と書くことが出来る。ここで は平均零、分散壱の独立な random white noise mapであ
る*5。今の目的は平均 、共分散 からのサンプリングである。共分散の構造か
ら、 のときとは違い、それぞれ独立な共分散行列の和 (random white noise mapの重み付
き)としてはサンプリングすることは出来ない。そこで、Eq.(5.17)のアンサンブル平均が、

であることを利用する。今、Eq.(5.17)から

(5.20)

(5.21)

(5.22)

と書き換えられる。これより逆行列 が求まれば、平均零、共分散
からのサンプリング可能である。
一般に逆行列を厳密に求めるには、 の計算時間がかかる。また特異行列でないとは

限らない。そこで、試行的な解法を用いる。数値的な安定性の問題 [57]から Eq.(5.22)では
なく Eq.(5.21)の両辺に をかけると

(5.23)

*5 random white noise の仮定から であるから、アンサンブル平均を取ると
であることは明らかである。
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Results applying for 
polarization data

w-1/2 = 2 μK•arcmin　 
Nside=64　 
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initial maps:
(MCMC start)

CMB  Q-map  

CMB  U-map  
Synchrotoron  U-map  

Synchrotoron  Q-map  

Synchrotoron  Spectral 
INDEX-map  
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result maps:
(no prior)

CMB  U-map  
Synchrotoron  U-map  
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Synchrotoron  Spectral 
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CMB  Q-map  
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result maps:
(with prior)

CMB  Q-map  
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Synchrotoron  Spectral 
INDEX-map  
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result maps compare:
(no prior, with prior)

CMB  Q-map  CMB  U-map  

Synchrotoron  U-map  

Synchrotoron  Q-map  

Synchrotoron  Spectral 
INDEX-map  

no prior　 
prior　 

no prior　 

prior　 

prior　 

no prior　 
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Power Spectrum
tensor mode CMB

glens

r=0.001　 

r=0.01　 

r=0.1　 

r=1.0　 

w-1/2 = 2 μK•arcmin　 

w-1/2 = 63 μK•arcmin　 

preliminary results
no prior

spectral index prior

spectral index + Jeffery’s  prior

true map
r=1.0　 
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Power Spectrum
tensor mode CMB preliminary results

MRF prior

no MRF prior

uncertain noise　 
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prior sample

118 第 5章 階層ベイズ法を用いた CMB・Foregroundの分離

今回は第弐章のMEMのときにでてきたように、ある種の事前情報として

(5.39)

という weightを考えた。ここで は K bandでの値である。

Fig.5.16 Eq.(5.39)による weight。disk面では重みが壱以下である。中銀緯では壱か
ら壱拾程度である。Haloでは壱拾以上である。

F or e g ro u n d Pri or毎の相対的な w e i g h t

Foregroundの prior毎の相対的な重みを考える。Foregroundの強度からは Eq.(5.39)の
様に重みがつくが、これだけだと Foregroundの Prior の案配が等しくなってしまう。そこ
で、それぞれの Foregroundの Prior毎に重みをかけることが考えられる。今この重みを 、
ハイパーパラメータを とすると

here (5.40)

と書ける。見かけ上 は異なるが、実際はどちらもハイパーパラメータである。
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SUMMARY
Component separation scheme based on hierachical 
Bayesian has been developped as for one of concrete 
example of the scheme which is able to take into 
account the physical knowledge of fg.

MRF prior is proposed to take into account the 
spatially correlated nature of  fg.
For temperature fluctuation, MRF works well. 
For polatization, spectral index and Jeffery’s prior 
work effectively but MRF makes situation worse. 

Further optimization of synchrotron priors are 
required.

How the updated knowledge of the Galactic Magnetic 
Field and the dust are taken into account in the 
component separation scheme statistically is next 
challenging topics. 
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END


