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12 Ldsung_und Losungen des Systems der Grundgleichungen

12.1 Die Fit- Methode
Bis ca. 4962 einzige Methode zur Berechnung realistischer Sternmodelle

Sternaufbauproblem : Randwert problem

2 Randwerte bei Mr=M (bzw. Me=Mg)
2 Randwerte bei Mr=0

~ grosste Schwierigkeiten fiir die Fit- Methode

a) Integration der Grundgleichungen vom Zentrum nach aussen

Von den Zentralwerten Fo=P(0), T.=T(0), logT 4 ¢<p C=0
re=r(0) und L =L(0) sind nur zwei durch rad. Lésungen
die Rondbedingungen festgelegt

konv. Lésungen

~ Versuchswerte fur P, und T, V>Va

—5-
Y Losungen divergieren nach aussen sehr stark ¥ log P

- grosse Schwierigkeiten, die dusseren Randbedingungen zu erfiillen
(numerische Zufilligkeiten werden stérend , da z.B. P~ T8-5 )

b) Integration von aussen zum Zentrum

Wieder nur 2 Randwerte bzw. Randbedingungen gegeben . ~~ Braucht
2 Versuchswerte fir 2 der 4 Randwerte , z.B. fiir P und R

~ Integration durch die Aussenschichten relativ problemlos , da Losungen
nach innen konvergieren . Die Losungen divergieren jedoch in der Nihe
des Zentrums , da oPlaMy ~ r-¥,

~ grosse Schwierigkeiten, die inneren Randbedingungen zu erfillen
(i.a. r(Mr=0)>0 ,d.h, ein Loch oder M/ (r=0)>0 ,d.h. g = o)

» Da Losungen inder Nihe der Rander divergieren ~ Integration von
beiden Randern aus und Anpassung der Lésungen im Zwischenbereich




c) Die Fit - Methode

Integration vom Zentrum nach
aussen mit VYersuchswerten
Fﬁr PC und Tc

Fit- Losung :

|
|
Ry fir M>Mg;, |
. NN
Integration von aussen zum Z, fir M<Mg; : 3 \‘\\‘zzl,l
Zentrum mit Versuchswerten | 21N 23 %3 >
fur P(M) und R(M) 0 MFit M Mr

Versuch, durch Variation der Versuchswerte die Losungen in einem
giinstigen My-Bereich anzugleichen.

d) Schwierigkeiten der Fit- Methode

- zeitraubendes Verfahren , sofern es iberhaupt funktioniert

- hat & freie Porameter (Versuchswerte) ~> Muss Lésungen in
einer 4-dim. Mannigfaltigkeit suchen

— die Methode versagt schon bei relativ harmlosen Modellen , z.B.
mit Schalenquellen (&g 1)

D Mit der Fit- Methode konnte man die Entwicklung zum He- Brennen
schon nicht mehr rechnen |

12.2 Die Henyey — Methode

—ca. 1962 von L. Henyey eingefiihrt

- implizites (iteratives) Verfahren , auf dem Newton- Raphson-Verfahren
beruhend,

— Heute die am weitesten verbreitete Methode zur Berechnung des
Sternaufbaus




Stitzstellen=Nr. : m m-1 m2 m-3 m-& 3 2

Die Henyey - Methode s

a) Diskretisierung : ﬁbergang von Differentialgleichungen zu
Differenzengleichungen

Einteilung des Sterns, d.h. des Intervalls [0<¢Mr<M] in
m Massenschalen

Mr= 0

1 1 1 1 [ L
v ¥
L4

ijber_gang zu Differenzengleichungen :
d? §im - § bei : P T.r. L
dMy —— Mis1 - M;  ’ s § R

—> 1M +m)= 7., , wbei n jede in derQL.
1 2 ("ZM (’Zt) - 7"1’2 vorkomm’zende Qrosse ist.

Beispiel: 4. Grundgleichung

dr _ 1 fim =0 _ 1

2 . =M- 2
dMr  4r2Q Ma=Mi  WTER S,

Umschreibung der Differenzengleichungen in die Form

G:i =0 ; j=1-4; fir das Massenintervall [M;,M-

1+1

i= 1: sy M=2
0
Bei3piel: G = ':""1_”‘ - 12 =0
1 . = M: P -
1T M b rif 1/2?&»1/2

P System von Gleichungen G"j=0 s jebeo b, i=tye, m-2

Fir jedes i 3 4 Gleichungen fur & Variable F, P

i) 1)
TiyTim 5 T 5 Ming » Li, Lj,, an den Stellen M; und M;,, .

1) i+




Randbedingungen  an den Stellen i=1 und i=m-1 124

Aussere Randbedingungen :

R‘I
Ro

q,L, +ar, +a—P=0
bL +br+b—T1=0

Innere Rmdbedin_gungen :

Z=‘*Fr'3 - M :.-.:o

1 ? m-1 m-1 m-1

Zz= L"M-(G 8"'89)

» Damit hat man folgende Gleichungen :

&' =0 Ga=0 62=0
z,-0 @3 .o 63=0 3=0 Ry=0
Z5-0 G20 Gy =0 G;=o R2= 0
m m-1 m=-2 i+1 1 i-1 2 1 M
— e i = ---— ——>"%r
oM. M M, M, M, M

Total : m Stutzstellen

4(m-2) Differenzengleichungen vom Typ G j=0
4 Randbedingungen
= 4(m-1) Gleichungen

fir die 4%(m-1) Unbekannten P, T. r; L. ,j=1,.,m-1

ENE




Umbenennung und Umnummerierung 125

R,,Ry, 6,6 6 .6 &G 6.6 Gm-gem ~ 2z

2 ’ 79 I IS RaE R’ W I’ R N RS ’» <1 2
D A A A T
Ay Mgy A Ay Ag Ay, A LA LA A LA
e

Au=0 k=1,..., n=4(m-1)

2

mit «;=[k_;1_] ,3<¢k¢n-2 | und j= (k-2)mod#

P1 1r1 aT1:L13P2 3T2’r2,L2)’ 3F:3T13 I’Ll’ ) rm-1)Lm-1

 JE SR TR 2 S 2 v

X4 ’ XQ,Xa,X.“Xs, xe :x-,nxga ’ xk 2°°°) xn_.,:xn
i

) x=(x1’ ’xn)

mit | =[ked]  und j= (mod 4
+ j=12P,j=2 8T, j=32r, j=4£L

!

B AX= 0 . k=1,..., #(m-1)

b) Losung des Systems der Differenzengleichungen

Losung durch Newtonsches Verfahren fwo

Beispiel : 1-dim. Fall : f(X)=0 \
o) = 0 = f(x,+(XzX,)) § —x

Xn xo\xm-“

~ f(Xn) + j_f(_ (Xo—=Xp)

xn
D verbesserte Ndherung fir X, :

Xo= Xp+ XaeXp) = X — (Z‘;‘;;) = Xpee
X/Xn




12.6

Allgemeiner Fall : Ak(io) =0 , k=1,..n

-+ re

Sei X _ eine Ngherung fir X, .
» Taylor - Entwicklung : Ak(xo) = Ak(x*'i- (X5X,))

n
~AR) 4 Z%Aﬁl _i(x;xu)

1=1
Matrix H = (QAk k=1yyn 3 lm4,..e
» I Matn K\ (axl);‘ ) ) ) -y N

e ol ~

. - -
» verbesserte Naherung: fo = X+ (Xex,) = X_+ éx .

wobe H 8_; = — K* lin. Gleichungssystem
Y- A\ ,
mt A = ( ! :_x ) , H=(Hy) : Henyey - Matrix
An(X,)

Lklen&haften von H:
Die meisten Elemente von H verschwinden | Es ist
Moo= (a_Ax 40 nur fir 4i-3< 1< 4G+ mit i=[ket]

I
oX| i'* und 3<ké€n-2 3

sowie fir k=1,2; l=41,...,%
und k=n-1,n ; l=n-3,...,n

!
P H hat Blockstruktur O

Hk,l =0 son St

\\
-
= \\
— -~




12.7

NIHNLAIHYOMA ‘ XIYLYW = AIANIH

‘o g /J\\1 | i <
- _-jm.eé e FE AT SRR R B VIR
13 7Z€ vZe lm 0 0
H) 0 _Hum_é +1¢ -de &L e L 0
3¢ N4k ot i
Hy o | [11Q twig g Mg g Tse B g i FUG - e
ngwwu“m@.mnér T-w «.I:—.%-“% u.u.@m
o ..Em:.,_a ol | Gl oot B R o' SN RS T ot PR S S o
«I—.ﬂ %u.l:ﬂ..Ulm« T-W Hﬁg
g 1 H e B B A R U .
w0 #......_mw....m“..ga i w_jm d-.emw...,—m..g O BoW WGk w ke . - 0
Rt TR TR R N Uy AE S e E e
“oll - g %/ f1¢ e ue Ye i AR
-u --L---.“---u.:Iy-.n.mwmn-w..@mnaw@m._..wm /Mg..«ﬂm mwm «mwm e e 1T 3
[0 ) Gt i e 0 =¥ a2 B B MR N0 - -0
: 19€ $9€ o€ ;9€ ve ¢ {9¢ BE
| L PR it el s o:@ Be T ue tie e de ue 6 i
s A $9¢ € e Be e Be e o |
il ') R SRSt e e SRR O e m_m f10 SO Tie uMe UE We 0O - -:0 :
39€ {98 e e e e /e B ,
el @ s st L g WRER NS PETIE NG MR HE o L0
:0€¢ D€ D¢ ;9e D¢ D¢ 9€ Be “
ell @ 2 s 5 e o a e i ¢ Ue e Ye e e e Ye
19¢ 90 R ¢ 1oe e e §
Y9 O o o din e n acd w u « @8 P I8 N 1€ UG UE YC
9 e oe Toe oe e e e |
ell 0 - - - = - s LToia . v pi UGS Y€ e ue e de g
\ e ¢ /e To¢ e Be ¢ 1o A
19 O =it s bk A w200 g UG UG S8 UG e R L€ e
_ 19¢ 19e j5e 19¢ B TO¢ He ve
! P T DA "Me e lle 4o
] . & i
/r@\ O - - - - - - - - - - =" - - - 0 % we e we
Ak : v




Das Blockeliminationsverfahren (Henyey , 1961) 128

1.Block  (verbindet die Stiulzstellen i=1 und i=2)

gP "aT, ' or, L, T,
oRe 'c)Rz DRz BRa -Ro
5 'aT ST AL, O O O 0 or,

2. 2G, 26+ 26, 261 96 6 26y | [ SLi | _ |-¢, (1)
aP1 BT ar, DL DPz 3T2 Dr,_ 3L2 SP )

- P ‘.
0Gy DGn aGu- DGH» 9641364 DthJQGq or, -Gq.
oR," Ty 9 9L,  0R, 0Ty 9’ oLy | 5Ly

/én\ | -R,\
8T,

oR, '3R1 3'21 991 O 0 O O\ ’6&\ LR1 \

oP 9T, of oL, '

9Ry 2Ry 9R Ry 0, 0 \

aRQ BRQ ‘DRz 2R2 _.R

2P " ATy o' 9Ly + 0,0 8"1 i : :
pen 290G 961?@_361 _3_61_ SL. |= _%_1;‘1 _QG_J_:\_" _G,

3P1 a'l', 3"1 9'—1 9F’z 9 I t

i O
\'DG«- aG# 9@» 361’ 'E)G# 9641 \3T; Gy 5r, _ oGk 3| 2— Glf-/

2P, 9T, 9r, 9L, 9B, 9T2 | | oz~ oL
0 0 -R, ’f—r
0 0 -Rz21\|| *
— | _9Gs UG _G .
'3!'2 ‘al_; .1 ol (2)
_2Gy _G 1
\ -a_’ oLy~ |

D Darstelling der Unbekannten &F,, 8T,, dr, ,dL, ,8F, und T,
als Linearkornbination von &r, und 8L, mit Koeffizienten

U, Vis Wy s = 16
f

5P, \ Uy VW

2T1 UQ. ’ V2 ? w2 Sro

nil=1:. . ND

SL, Do 1> (3)
&P, L
\5sz \Usave,Ws}




Durch Vergleich von (2) und(3) = Gleichungssystem fur U; V. W, :

P
| ’ , 129
/0R1 R 2R 3R 0 0 \ [Uy,Vy, W, 0, 0 _R,
oF, * o1, "ar, oL, ’ ’ ’
DQ:. 322 DRQ 9R2 0,0 U2’V2:w2 O , O _RQ

an 'bl Dr1 oLy
G161 2G: 2G1 26r 9G, || Ua» Va, W 26 _%: _G, | ()
RO ar. KRS Tz ||y, VoW [ | O ok’

? ?

\’DG» 96-. BGu 96u 364 '364 / Us, Vs, Ws / _an» 36'* G."f-
2R ' 9T, 21, oL, 2R, ' oT2 IUG,VG,NG \ o' 9Ly 1

N.B. Die UJ,VJ,WJ ,j=1-, 6 hangen nur noch von bekannten Grossen
ab!

2. i-ter Block (i%2, verbindet die Stilzstellen i und i+1)

3G, . O6r 6 . 2G| ’:2{\ -6, |
F ?)L. BP.H *OLis1 (55(. - |- Gq (5)
: : o e 1

0Gu,  DGs G Gy ||&Fn Gs

OPL AL TRy YoLin) |SLie] |- G|

von der Losung des i-1-sten Blocks :

(éP;) — (Uui-s » Vii-z , Wei-3 ) gf' (6)
§T; Usi-2 , Viyi-a , Wi-2 /| ="

(6) in (5) eingesekt ergibt :

29,29 96, 06 2@ 3G | [ S| [-o
ori ' OLi "OR., 0Ty i BLin | [spr, | [-0g (7)
5Ti+ b -~
30, 29, 2Ge D6 DG 264 || 8rin i
lan 3L| DPM Olm arlﬂ aL""‘] \SL.'”J \- *
it 29 06 26y L 0Giy, ,
mi gé‘l Dc-f;t + ‘?gt vq,,_a + ggt v"l'l 2 J 1 " (8)
2 iV, 2Gi V,. =hn
;=6 «+ i W, +BLWy,,
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D Eliminiecen &rj., und SLi,, ous der linken Seite von (%):

’391 0q, DGH 361\’6” \ { 906G &lise - 96y Obis; 9\
art E)L; DPIH aTm SLi ar'“ aL'” .1

20 30y 2Gr 26 |50 || 2Gugr, | DesL, g,
\'()r; DLf. DPm a|1+1]\ "“} \ ar“.«. ol OLis J

_ 061 _ 064 -9, férm

arH.‘ a 9 LI'H
SLin| (9)
1

3Gq, ?)Glr _g:‘+

) -

arm aLi+1,

p—

P Dorstellung der Unbekannten &r; ,éL;, SR, und &Ti,,
als Linearkombination von &ri,, und 6L;,, mit Koeffizienten

Ut, w} ) J— |+|+3 l‘|'i+6 -

6r; [ Ugi-1 , Vigica , Wiiog ’5r-,+,

oL; : ; :

8P |~ : . : 6Lin (10)
t(STiﬂ | \Ul,\h..g 2 v4i+2 ) wll»i+2 \ 1

Durch Vergleich von (9) und (10) —= Gleichungssystem fir Ui’Vi’Wz :

94, _9_ 9G, 061 Ui-1, Vii-1 |, Wii-g { %(i; 06, -9,

arl al"'I aPl-l-l aTlﬂ N . : rI'H 'a!-lﬂ
29y 894 9Gw 2Gu || © T 7| oGy _2Gy
o ' L P, Ty |Ukie2, Viise, Waine [ \Tor, " T DL, %

(11)
Wieder hdngen die Uj,V;,W; nur von bekannten Grossen ab !

Fur_nachsten Block : i— 1+1  (sofern ism-2) | daonn
weiter mit GL. (5)

wenn i=m-2 : —s> lelkzter Block




3. Der letzte Block (verbindet die Stitzstellen m-2 und m-1)

Gh)___ G1 0G1

’oLm;gP
)Ge . DGu 9Glf
(‘)Pm 2 9Lm-2 9
0, 21 "
R
0, QZz
'c’)Fm.,

. 9Gy

9Lm-1

. 364

9Lm1
021
9L mn
322
"OLm-1

8Fn-2
&Tm-2
$ "m-2

é Lm-2
SP,1

S Tm-1
S Mm-1
S Lm-1

il

12.11

(12)

aus der Losung von (1) fir den vorletzten Block folgt (vgl. (10)):

(‘Spm-2>= (Uum-v ,Vlrm-;!,wam-? ) 2’;_«1-2 (13)
8 Tm-2 Usm-6 , Vim-¢ Wim-¢ 1m-2
(13) in (12) eingesetzt ergibt :
391 g DGi ] Deh !5rm-2 f_g
arm-2 aLm-‘Z DP aLm—1 L L
L -G
‘094 : 394_ "‘-.)Gw B 364 R i
Om-2 9Lm-2 DP,,MJ "L moy ST = (1%)
0 , 0 ,h6 22 ..,2Z: m-1 - Qy
'g?.... %Lzm-i 6 Moy -z,
22 .. JZ2
0 v 0 g s \5Lm4/ \-Zz/
mit

09 _ 9Gi 3Gy 96 U

Ofm-a Oma g M7 Oy, M6
99i _ 2Gi_, 2GiV . 0Gj i=1,., %  (15)
al_m«2 aLm-2+ af':n o bm-7 T, km-6 J
= G; .26, W G W
9 ¢ +D_F;,i; 4m-3 E-:'_'z bm-6

Losung von (1) liefert u.a. &fm-2, Lm.o - Diese in (10) eingeselzt

licfert sukzessive alle Korrekturen .
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D Vorteile dieses Verfahrens

— geringer Speicherbedarf, da man an Stelle der 16(2m-3)
H,#0 nur die ersten 12(m-1) der 6(2m-3) Koeffizienten
Ui, Vj, Wj , j= 15, #m-6 abzuspeichern braucht

— Blockstruktur von H macht die Invertierung von H rel. leicht
mit Hilfe des Blockeliminations- Verfahrens

T Anwendung des Blockeliminations-Verfahrens war der entscheidende

Beitrag von L. Henyey. (Vorher hitte man eine Matrix mit n2
Elementen + 0 invertieren missen, was fiir grosse n vor 1962
unmaglich war)

— wenn detH#0 , so hat das System H&::—K* genau
eine nicht-triviale Losung
mit bekonntem &x = verbesserte Losung X = 3?*+A:;

Losung muss iteriert werden, da

— nur Glieder 1.0rdnung in &P, &8T,4r,SL beriicksichtigt werden
~ Grundgleichungen nicht - lineare Diff.-Gleichungen sind

— Anderung der Randbedingungen durch sich dndernde Randwerte
werden automatisch mitheriicksichtigt

— Effektives Verfahren zur Berechnung von Stemaufbau und
Sternentwicklung ( keine Schwierigkeiten mit €g )

— Numerisch ausserordentlich “gutartig”. Zohl der erforderlichen

Tterationen pro Modell ist klein (< 3-10) , d.h. gute Konvergenz-
eigenschaften




12.3 Das Vogt - Russel - Theorem

12.13

Aussage Uber Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des

Systems der Grundgleichungen (rdumliches Problem) flr
Gleichgewichtsmodelle (P=0,T=0).

a) klassisches Vogt-Russel-Theorem (Vogt,4926; Russel ,1927)

Wenn M und X;(Mr) gegeben, und wenn weiter die Material -
funktionen ¢, €& und 2e dls eindeutige Funktionen von P, T
und X; gegeben , dann existiert eine und genau eine Losung.

Kritik : 3 keine mathematische 6rundlage fir diese Behauptung.

Das klassische VR-Theorem ist falsch , denn 3
Gegenbeispiele

b) lokales Vogt-Russel-Theorem ( Kahler,1972;1975;

Kihler + Weigert , 1974)
— klassisches V-R-Theorem gilt nicht allgemein

Da Mehrfachlosungen existieren : Frage : Gibt es in der
Umgebung einer Ldosung weitere Losungen %

— Entweder gibt es keine weitere Losung (- lokale Eindeutigkeit ),
oder 3 oo viele Losungen (- Verletzung der lok.Eindeutigkeit )

¢) lokales Vogt-Russel-Theorem < Henyey- Methode

Sind die Korrekturen &X immer eindeutig bestimmbar
Sei X : Ak(-f).—. o Yk

Angenommen , X+&X sei ebenfalls eine Ldsung,d.h.

s N v Y . > _a_A_l: . - -
Ak(x+6x) =l = Ak(X) +§ ox, é'xe = Ak(x) +(H6x)k

s HS; =0 &> entweder 5-;=o oder det H=0

=P wenn det HLo S;<=0 , Losung lokal immer eindeutig.
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