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P Das Roche-Modell ist eine hilfreiche Naherung zur Beschreibung
der Krafteverhdltnisse in engen Doppelsternen. Es erloubt die
Berechnung eines Potentials fir die auftretenden Kréfte.

-~ grosse Vereinfachung, da mandie Poisson-Gleichung nicht zu

l6sen braucht !

P N.B. in Doppelsternen haben die auftretenden Krdfte nur unter

sehr eingeschrankten Bedingungen ein Potential. Im Aligemeinen
brauchen die Kréfte aber kein Potential zu haben!

a) Das Roche - Potential

Betrachten zundchst zwei Punktmassen (Masse M, und Mg) auf

einer Kreisbahn im Abstond A.

Das Gesamtpotential an einem
beliebigen Punkt (x,y,z) im
mitrotierenden System ist dann

¢(x,y,z) = - GMs : Grovitationspot.

A von M,
— GM2 : Grovitationspot.
1Tl von Mg
_Aw? (32 Zentrifugal-
E potential
mit :
IT1= (x2+y2+22) 7,
- /
| ol = ((A-x)2+_y2+22)2;
13] = [ _ M2 AV 2]
' (X M,'l'MzA + ,
=X
und B
w2 G (My*+M,)

M,

,__— Rotationsachse

S : Massenschwerpunkt




Fuhren dimensionslose Koordinaten ein: £= L J'Q_ P A §-— z . q = M1

9 +
> ¢(§ '2 ‘S) = _GM2 { §2+?2+§2)1’2 ((1 §)2 922+§2)1’2 I:(§- q') +9Z ]“_2‘}2}

¢R heisst Roche - Potentigl

> ¢R ist das Gesamtpotential im mitrotierenden System eines Doppelsterns
mit nicht- punktformigen Komponenten wenn

1.) die Bahn eine Kreisbahn ist,
2) die Massenverteilung beider Sterne sphansch symmetnsch ist,
3) beide Sterne gebunden rotieren : &, = O, = , und

4) keine weiteren Krifte (Magnetfeld, Stmhlungsdruck) wirken.

P Eigenschaften der Aquipotentialflachen:

- nahezu spharisch in der Nahe der Massenzentren

- mit zunehmender Entfernung von den Massenzentren zunehmend
asphdrisch , deformiert durch Fliehkrafte und Anziehung des
Begleiters

— Aguipotentialflachen um M, und M, beriihren sich in einem
Punkt L, fir @.=9 . L he:sst innerer Lagrange - Punkt
(Koordmoten (x,y,z) (x1,0 0)= A(§,,0,0)) . Bedingung fir L, :

(149)§, - 1]}

bl Vheo ~ (@) - S omw

2
5 E 1(1+0')(§1 g }

L, : kraftefreier Sattelpunkt von @ zwischen M, und Mg

¢ ¢(§1’O’0) = -Q——"-{

- Q?z >@, - die Aquipotentialfldchen umschliessen beide Sterne

— bei hinreichend grossem Abstand von der Rotationsachse dominieren

die Fliehkrafte gegenuber der Gravitation —~ 3 Krdftegleichgewicht

bei den ausseren Lagrange- Punkten Lg und Lg [(x,y,2)= (X2,0,0)

und (xy,2) = (X3,0,0)]; (%g){_.z 0 und @(x;,0,0) >92 , i=23
t
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Das Roche-Modell

Verlauf der Aquipotentialflédchen:

Schnitt senkrecht zur
Bahnebene (x-z-Ebene)
durch die Aquipotential-
fldchen in einem Doppel-
sternsystem mit den

Massen M1 und M2=O.5M1.

______ Dw X-Z - Ebene

L1 ist der innere

Lagrange-Punkt. Die
kritische Roche-Fldche
ist als durchgezogene
Linie dargestellt.

L2 und L3 sind die

dusseren Lagrange-Punkte.

Schnitt in der Bahnebene Xﬁj-Ebeﬂe y

(x-y-Ebene) durch die
Aquipotentialflédchen in
einem Doppelsternsystem
mit den Massen M, und
M2=0.6M1.

Die dusseren Lagrange-

Punkte L4 und L5 bilden

zusammen mit den Massen

M, und M, je ein gleich-

seitiges Dreieck.

Verlauf des Roche-
Potentials auf der Ver-
bindungslinie der beiden
Sterne (¢=¢(x,0,0)) fiir
das Massenverh&ltnis

M.l /M2 =2,
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b) Anwendbarkeit und Grenzen des Roche- Modells

Voraussetzungen: - Kreisbahn im Prinzip erfillbare
- gebundene Rotation Bedingungen,
- keine weiteren Krifte aber

— spharische Sterne %%

P hydrostatisches Gleichgewicht: VP = —-@ V@ ~ P=const. und ¢=const,

auf Aquipotentialflichen
P ausgedehnte Sterne im Roche-Potential sind asphdrisch! =~ @ @,
’ g_b_e_rg 1.0
in praktisch allen 0.8
Sternen ist die 0.6
Masse stork zum =
. ~ 0.4
Zentrum konzentriert! T
. E 0.2
Beispiele: (— Abb.) dn
0002 0% 06 08 00 02 04 06 08 10
--------- : @ =const. r/R /R
a) : Sonnenmodell
———=: 0.9Mg Weisser Zwerg b) -——-: &M, roter Riese
b) —— : 4 Mg HR-Stern ——-— : 4Mgy Uberriese

P doher: Das Roche- Potential ist als Niherung brauchbar

da merkliche Abweichungen von der sphdrischen Symmetrie nur
in den dusseren Schichten (mit rel.wenig Masse), wenn R%, 0.2A.

» Grenzen der Anwendbarkeit

kénnen nur durch 3-dimensionale, hydrodynamische Modelle mit selbst-
konsistent gerechnetem Potential ermittelt werden. — Uryd, K.,
Eriguchi,Y.: 1999, MNRAS 303, 329 ; Rezzolla,L., Uryl, K., Yoshida,s.:
2001, MNRAS 327, 888
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c) Konsequenzen des Roche-Modells

P jedem der beiden Sterne steht nur ein begrenztes Volumen zur Verfiigung!

Das maximale Volumen wird durch die Aquipotentialfldche @ =@, be-
grenzt . Materie mit @ >¢' kann keinem der beiden Sterne eindeutig
zugeordnet werden.

Folge dieser Tatsache:
P 3 drei grundsitzlich verschiedene Typen von Doppelsternen

a) getrennte Systeme: beide Sterne fiillen ihr maximal erlaubtes
Volumen nicht aus - ¢(R,)<Qg , D (Ry) <¢1

b) halbgetrennte Systeme: einer der beiden Sterne fiillt sein maximal
erloubtes Volumen gerade aus, der andere ist
kleiner, also B(R) =@ und D(R,)< P, ,oder
B(RN< P, und B(RN=@,.

¢) Kontaktsysteme:  beide Sterne fiillen oder iiberfiillen ihr maximal
erlaubtes Volumen , also ¢p,m >@ .

W

-——
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d) Der kritische Roche- Radius

P Vereinfachung: Betrachten nur sphdrische Sterne

~ Frage: Wie gross darf der Radius eines spharischen Sterns sein, damit
erim Roche- Potential gerade sein kritisches Volumen gusfiillt 2

P Annahme: das ist der Foll, wenn

3 3 3 3
¥R = 'fB_FRR =V, . =¢j$dydz = A¢£g§d¢zd§~_—. A3 F(q)

v
~ R = A [%q}j :'g'dydjj T Af@ R, = ll;ritischer Roche -
= adius

q = Massenverhaltnis

F(q): kompliziertes Integral; f(q) tabelliert (== z.Kopal : 1959, Close
Binary Systems ; Mochnacki,S.W.: 1984, ApJS 55, 551)

B Eigenschaften des kritischen Roche-Radius:

kritischer Roche-Radius des Primdrsterns: Ryp = A f1 (%): A{i @
Sekunddarsterns : RQ’R = Af2 (%) = Aﬁz(q?,

A fo@=1f(g")  (f,undf, tabelliert bei Kopal (1959), Mochnacki (1984)
P Approximationen
Sei g=M1/Mg. Dann ist mit einer Abweichung =< 2%
0.38+0.21 2 0.8
£ ()= { °3q, 92

g 3_)1’3 ,» Q% 08, 4= sehr nitzlich fur analytische
3% \1+Q Rechnungen !

oder mit einer Abweichung < 1%

2fs
R = 0499 v (Eggleton 1983).
" 0.6g%3 +In(1+q'3) 9 99
Ebenfalls sehr niitzlich ist die Beziehung :1 :q; _q>¥
2\q




e) Verdnderung von A, R;p und Ry p bei konservativem Massentransfer

B konservativer Massentransfer: ¥t = M,+Mqg = const

Bahndrehimpuls: J = [GM, MzA ] = const.
M,+M2

~ Anderung von A, R, und Ryp mit q=

Mz
A= _33MieMg) 15
GM2M2 &
oc
_ J2  (4+q)¥ e
Gw: q2 <10
<
Re,r = Af,(@ <
4
_ 1% et B
au e N
= 0 [ O (R | T
gy 11 1 1 2 34 6 10
0 6 3 2 |\,
M2
P Fir festes &tundJ 3 Min(A) fir q =1
3 Min (Ryg) fur q=1.27
-~ bei Massenverlust des Sekunddrsterns:
Ro,r wird grosser, wenn q>(,.. = 1.27
kleiner, . q<q, = 1.27,
wobei die Ableitung von Rgp gegeben ist durch
(d!nRe.n) (3 ) - 2(1 Q) _ 1+q dinfo@
din Mg /g R,2 q dling
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f) Bahnumlaufszeit von halbgetrennten Systemen

P A P = oF (E_Rzi)"* _ ('mnr

\8G Mg ‘ 8 G-Sg
P P hdngt inerster Naherung nur ¢, ab, nicht aber von M, !
Bei exakter Rechnung: P nur sehr wenig von q abhdngig.

_nd RoN2 /MY 2 =1 _o
P ~ 07369 (72’5) (W: ~ 0.438 g, (gem™®)

G ( M1+M2)

9) Bedeckungswahrscheinlichkeit in halbgetrennten Systemen

3 Bedeckungen, wenn i>6,,;,
keine " v w 1< Opin,

wobei €0S B, = Far A =f (q) M
< © Omin

Minimale Bahnneigung fir
Bedeckungen :

1 > Omin = arcws f,(q)

Bedeckungswohrsch.
o
N

Wc)hrschein!ichkelt Fur Bedeckungen (einer Punktquelle)
W (3>Bmin) = i_j jsm19d19d50 CoS Opip = _z f(q)

0.4

©
w

Angenommen, der Sekundarstern fiillt sein kritisches Roche-Volumen
4
» Ror= Afy(q), wobei fi(q) = (.%)’3 (1+qy 2
+ 3. Keplersches Gesetz: P = Qﬁ'( A2\

Yo B
) ;i ) g, = mittlere Dichte des
Sekundarsterns

90°

80°

Omin

?OO
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h) Wie gut ist die Naherung (1+9)f,(q) = const. ?

P Aus den Figuren geht hervor, dass

Wichtig, weil P = P(8,), wenn (1+q)f:(q) = const.

3
(1+9){(q) = const. = 0.1, wenn q= .':':'12 2 1.25

(Genauigkeit der Ndherung besser als ~5%)

2.10

|
©
(2
T

log [(1+q) £ ()

'
o>
o
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1. Stabilitat von Massentransfer: qualitative Diskussion

P Was passiert, wenn der Sekundirstern gerade sein kritisches Roche -
Yolumen ausfullt und etwas Masse verliert % Verstarkt sich der
Massenverlust © ~ dazu ein Gedankenexperiment :

t= tott, >to

Betrachten einen Doppelstern

mit (M1,Mg,A),indem V; <V,

und Vg = vkrit;?. , also R1< RiR,

Rz = R2 R -
) \ \\
'\"\‘5"0

marginal
stabil

M2 M‘l %.

Fragen nun, wie gross Ry und

Rg,e nach folgenden Anderungen
sind : e

Mo +dMg M,+dM,
':'1 N :1+dl“|1 " Ry Ry+dR,
o B i Rog) ~ \Rzp+dR,
J J+dJ g ; R

P Es sind drei Falle denkbar :

=

1) nachher ist Ry formal grésser als Rg,p > Yerstorkung des
Mossentransfers ~> System ist instabil gegen Massentransfer

2) nachher ist Rg=R,p ~ System ist marginal stabil gegen
Massentransfer

3) nachher ist Rg < Rg g ~> Mossentransfer hort von selbst auf
-~ System ist stabil gegen Massentransfer
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2. formale Behandlung des Massentransfers

2.1 Formoler Ansatz fiir die Massentransferrate

P Nehmen an, dass In My, A |
Y T D —— -
wobel L/

AR = Ry =Rgpp, (2)

und OF/QAR >0. ~ Je grosser AR,

desto grisser Mg. Die Steilheit des

Anstiegs von My mit AR wird durch die
P charakteristische Lénge

£ = _94R (3
oln f
~ beschrieben.
P Werden spdter zejgen, 1.) dass €= Hp = photosphérische Druckskalen-
| hohe , und

2.) dass fiir alle hier interessierenden Sterntyper
(HR, Riesen) Hp/R & 1.
~ Sterne haben einen ziemlich scharfen Rand !

D Folge von €/R<<<1: BeiSystemen mit Massentransfer muss
IAR] < wenige £, d.h. AR/R<«<1sein, sonst
entweder riesiges My (AR > 0),
oder My =0 (AR<0).

P~ d.h.inguter Noherung durfen wir Ry = R, 5 setzen,

(ausser zur Berechnung won AR).




2.2 Die Stationaritdtsbedingung 34

Massentransfer st stationér, wenn
My = - My = d8R) _o

=0. (4)
dt
Mit
df=3f of dar _ of, Oof d (r -R
dt ok dt ot T BaR 5 (Re=Reg)
_af oinf R, [Re_R ] _ﬁ X Rz&Rn]
* 34R f 2[ Re,r + () [ Rz Ra,
wird
-Mo = _ -M) Ra _3. Ra,» )
2 + (M) [ Tz,‘,‘] (5)
Da wir annehmen wollen, abss f nicht expl:z:t von t abhdngt ,d.h. fat=o,
wird
- Mg = -Mg Rﬂ[& B&a] ©®
£ LRz Ragr
Da im Allg. -My, R, und £ + 0, folgt aus (#) und (6)
Re _ Reyr . die formale Stationarit&tsbedirgung (»
R2  ReR
Interpretation

Gleichung (¥): Damit es uberhaupt zu Massentronsfer kommt , muss

Ro= Ry mit AR/Ry «< 1 sein.Soll der Massentransfer
weder aufhoren noch stark anwachsen , so muss V't
AR/Rg << 1 gelten, d.h. R =Ror.

Gleichung (6): Man beachte den Faktor R2/e > 1 vor der Klommer!

~A Bereits geringe Abweichungen von der Stationaritdt
fiihren zu grossen Anderungen in My, !
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2.3 Berechnung von ég,p /Ra,R

Ausgangsgleichungen:
Ryr = AL(Q) , g=M (8)
M2
2
J = [ G MM A ] : Bahndrehimpuls 9
M,-l- M2a
Aus (8) und (9) folgt daher
Ror = J2(My+M3) £2(G) (40)
G M Mg
und
Ror _ (alnRa.n) My +(alh92.a Mg + (alan J (11)
Ra,r oln My 'JM dlnM, Mz alnd n“zJ

In einem Doppelstern mit Massentransfer sind die in (11) auftretenden
Ableitungen M,,M, und J nicht unabhéngig voneinander.

Farametrisierung der Massen- und Drehimpulsverluste:

dm, Lf -p dMy & d(MeMg) = (1-9)dM, (12)
J FEy MMy (2!2;7_ (12)
J M+ M2 ot M#Mg

Der erste Term in (13) beschreibt Drehimpulsverluste , die nur in Verbindung
mi¢t Massenverlust aus dem System auftreten (Engl. " consequential
angular momentum loss™ = CAML). Der zweite Term in (13) beschreibt
Drehimpulsverluste, die ohne Massenverlust ous dem System auftreten
(2.B. Abstrahlung von Gravitationswellen ).

Mit (10), (12) und (13) wird aus (11):

Rag = 2% Mg _9 Mg +2v(1-7)_f13 +Q('¢)ln3

(%)
Ra,a G Mg Mg 1+qQ Mg ot MytHg
Formal kann mandas wie folgt schreiben:
R, "g’ (aln.'l (15)
RQ:R R,! M2 M,'l-Hg

wobei




l R , N 2 2 ,z 3.6
ne = (22Bet) = (1-7) Dt pL-2-g (1 a") (16)

mit
B(q) = dnh@ (1)
ding

2.4 Formale Berechnun__q von Ry /Rg

Analoy zum Ausdruck (15) fir Ru/Ras kann man fir Re/R, schreiben:

Re _ dinRs My _ Ma d_e_f r Mz alnl?z) .
Rs dInM2 Mz eff Mg 2 M2 ot /M=o

So geschrieben, sind die Terme S, und (InRz/3¢),<0 interpretations-
bediirftig: Folgende Fallunterscheidung ist erforderlich:

(18)

1. Der masseverlierende Stern wird durch den Massenverlust aus dem

thermischen Gleichgewicht gebracht. (Das ist, streng genommen,
immer so!) Dann ist

52 = Sad = (31’799 : adiabatischer Masse-Radius- Exponent (4
OlnMa o4 beschreibt die Reaktion auf eine instantane
Massenanderung
und
M‘ 3ln Ry [lnRe -
( >N =0 ( >ih +( ot )

nuc

(3lnR2/ot)y, : Radiusinderung durch thermische Readjustierunqg
(3lnRa /9t Inue:

" w  hukleare Entwicklung

. Wenn der Stern durch den Massenverlust néherungsweise im thermischer
Gleichgewicht bleibt (das st stets nur eine Néherung), dann ist

T, = S, = (21_'3_33_) : thermischer Gleichgewichts- Masse- (21)
dlnMzle  padius-Exponent

und
(a_!i'at&),af.o - (é%’fi)nu; (22

N.B. (8lnR2/dt)y, = 0, da der Stern im thermischen Gleichgewicht
bleiben soll, trotz Massenverlusts.
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2.5 Implizite Bestimmung der stotionaren Mossentransferrate

Gl. (19) und (20) bzw. (21) und (22) zusammen mit (%) und (15) konnen
nun nach M2/My aufgelost werden. — Implizite Bestimmung der
stationaren Massentransferrate. Aus (#), (15) und (18) folgt zundchst

’ ,;! = —ﬁQ = M2 [ anR: aan ] (23}
tre K Sz'r‘?"" ( ¢ )ﬁg.-.o M#Mg

Mit Hilfe von (19) und (20) wird

b Mtr,e ) ‘MQ'@ _ Mg [(3”)1?3_) +(3!nl?g> _9 (M_) .,, (24)
gad"fn,a ot i \ ot Jpuc \ Ot Juems)

bzw. mit (21) und (22)

P Myo=-Myo=_M2  [(3lnRs) _2(3lInJ’ . (25
trje 2, = S_e SR' [( )nuc ( St )M’#Mz

Damit das Vorzeichen von My, o stimmt, muss offensichtlich gelten:

P $od ~Seo > 0 &  Bedingung fiir adiabatische (26)
o bilitat M ¢
bzw. Stavilitat gegen Massentransfer

4 Ze = 3po > 0. & Bedingung fiir thermische Stabilitdt (29
gegen Massentransfer

Interpretation von (24) und (25)

1. Ist ein System adiabatisch und thermisch stabil gegen Mossen-
transfer, so muss der Massentransfer angetrieben werden.

2. Als Antriebsmechanismen kommen in Frage: 1. nukleore Entwicklung
des Sekundarsterns ((3ln Rz /dt) pye>0), 2. Drehimpulsverluste
((3InJ [0ty 4m, <O, und 3. thermische Relaxation des Sekunddr -
sterns , sofern (dlnRy1dt)y, > 0. N.B. CAML konnen Massentronsfe
nicht antreiben. Deren Einfluss steckt in S .

3. Bleibt der Sekundérstern im thermischen Gleichgewicht, fallt die
th_ermische Relaxation als Antriebsmechanismuss auf jeden Fall aus,
da dEfmIronsgemdss (aln /?2 /6’& )fh = 0.
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2.6 Stabilitdt von stationdrem Massentransfer

Wollen die Stabilitétshedingungen (26) und (2%) beweisen. Gleichungen
(5), (15) und (18) ergeben

-M, = -M, R - M2 _ /3InR _92(3lnd (28
e o B o2 ]

ot ot

Angenommen Massentransfer sei stationdr, d.h. Mg = Mae . Nun werde
der Mossentransfer gestort | so dass Mg = My o+ SMy. Wie entwickelt
sich die Stérung 8Mg(t) 2 Mg in (28) eingesetzt ergibt

-Hy = f&i -6y = ~#g Re. 1555, ) _2&*5'12 + (Blnk _2(9_41_3;)} (29

= ot Jy,
(23) in (29) eingesetzt ergibt sodann
o (-6My) = - (-#1p) Be (53~ Ta) ﬁ. (20)

Betrachten Mg, R, , £ und 3%, , als konstant ouf der hier relevanter
Zeitskala. Dann folgt aus (30), doss

_t-te
"5M2 (t"to) = —Jﬁz{to) e rﬁ! . (31)
wobei
. = =My _ € My 1 _ L Ty (22)
2 sk, R ('Mz) $o-3r2  Ro 55-3ra
Dabei ist
Ty = —2 (33)

die momentane Zeitskala des Massentransfers.

Ergebnis:

1. Da Tu, >0, wdchst die Storung exponentiell, wenn Ty, <0, d.h. wenn
S9-3ro <0, und zerfallt exponentiell, wenn Ty,>0,dh. 3535 22 0.

— Stabilitdt gegen Storungen, Wenn 3, Se.2 > 0. ged.

2. Die relevante Zeitskala ist Th, = f/R Th, & Tp, , sofern nicht
$2-3r,9 = O (marginale Stahl.'tat /Instab:h kit ).
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2.7 Das kritische Massenverhdltnis

Da 3p0=85¢,(9,V, ) (—=>6l.(16), sind die Stabilitatsbedingungen
(26) und (29) fir gegebenes % und'v Bedingungen an das Massen-
verhdltnis :

> § ad gﬁg(qcnt,ad )W:V) =0 ~ Q> qmt,@d fur adiabatische (3¢
Stabilitat

> 3.- Sn,z(qcnt.th:'l)v) =0 ~ g9>q,,,, firthermische (35
Stabilitit

2.8 Stabiler, instationdrer Massentransfer

Bei stabilem, instationdrem Massentransfer wird Mg (¢) durch GL.(28)
unter der Nebenbedingung Y,-(, ,>0 beschrieben. Zwei Exttemfélle
sind denkbar, entweder 1. - Mg << —Mge oder 2. —Mg>>-Mze.
Wollen beide Fdlle naher betrachten

1. —Mg <« = Mge & l(}‘z §R2) ,« I(alnl?z)nz_ Q(Q_Iantl)l (36)
Daraus folgt
~Mg 2 -My %z [(”’gf’) » _9 (%L)WHJ, (3%)
oder
Ty = £ [(2ek), -2 (2mr WMJ'.’ (38)

Einsetzen von Massentronsfer

Die Bedingung —Mq << Mg, ist offensichtlich beim Einsetzen von Massen-
transfer erfiillt. Wollen annehmen, doss der Sekunddrstern zu Beginn des
Massentransfers im thermischen Gleichgewicht ist, d.h. dass
(dnR2/Ot) sy, =0. (N.B. das muss nicht so sein.)

B Def. nukleare Zeitskala: T, = (alatR) (39)
h Ke/nue

Def. Drehimpulsverlustzeitskala: T, = - (40)

(aan My+Mg
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Gl. (38), (39) und (40) ergeben unter der Voraussetzung, dass (dInRy[d¢), =c
T. ~ £ [ 1 _2_]"’ (41)
= T LT T

Kinnen wieder zwei Grenzfalle unterscheiden:

Einsetzen von Massentransfer durch nukleare Entwiclclunﬂ

Hier ist Tpue < Ty. Daher wird aus (41)

by = . Zeitskala fir das Einsetzen von Massen- (42)
Ry transfer durch nukleare Entwicklung
Einsetzen von Massentransfer durch Drehimpulsverluste
Hier ist Tpue>» Ty. Damit wird aus (41)
» Ty, = £ L3 . Zeitskola fiir dos Einsetzen von Mossen -  (43)
Ry transfer durch Drehimpulsverluste

P Injedem Fall ist Ty, um den Fakior /Ry &< 1 kiirzer als die
Zeitskala, auf der der Massentransfer angetrieben wird . ~ Massen-
transfer setzt sehr schnell ein, die instationdre Phase ist sehr kurz.

2. =M9>> - M - Mg dlnRz\ _9/(3dlnd §
2> Mg & l(ﬁ In.a)ml»‘(—-at ’)M2 2(——% )l (44)
Damit wird aus (2%)
=My & -Mg B2 (3,-Tgo) L] (45)
4 Mg
und |
=
r“z =_£ 'L' (3’ SRQ) (46

Wieder finden wir, dass die Zeitskala der Instationaritdt sehr kurz ist,

namlich um den Faktor €/Rq(35%r2)  kiirzer als die momentane
Zeitskala des Massentransfers. Da T, so kurz ist, darf man R2/¢, Mz
und (9-Xa,5) als konstont annehmen und (45) lGsen. Dabei wird

Mg (t-t,) = -M,(t)[f m(t L),

-1
] T
-Mz(to)
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Eine andere Mdglichkeit fiir instationdren Massentransfer entsteht ourch

3. plotzliche Storung des stationdren Massentransfers
Wenn -Mge —> - Mg + -Mae, so folgt mitGl.(28)
-My = -Mg %z Mz;;:z,e (xz-gm) (#8)
oder
T. = £ Mg -3 y! 49
M2~ Rz Miy-Mge (527 52) .

Ty, ist kurz, sofern My geniigend verschieden von My e und
dos System nicht nur marginal stobil, d.h. S35, <« 1 ist.

Ty, wird lang , wenn entweder Mg~ Mg,e oder S4-3p , <« 1.
~~  Erreichen von Statjondrem Mossentransfer , d.h. My = M e
dauert formal unendlich lang!

P ~~ Stationdrer Massentransfer ist stets nur eine Naherung,
da im Allg. auch Tpye und T, zeitlich variabel. Die Niherung
ist umso besser, je kleiner ¥/R, und je grasser $2- a9, 9h
Jje stabiler der Massentransfer ist.
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3. Verdnderung der Bahnperiode _unter Massentronsfer

Ziel : Berechnung von P(Mj)
Verwenden 3. Keplersches Gesetz:

1 Y
P = om [ A2 ]’2 =27r[ Rg ]2 (1)
G (Ms+M2) GMy (1+9)£3(q)
und
- |

f,(q) ~ (1+q) (2)

Aus (1) und (2) folgt
-

P Ry2 My 2 (#)

oder
> L3R ths _t(adhRy _q) 43y ) M ()
P 2 Rg 2 2 2\ dinMg 2 2 Mg

Da M2<o0, ist

4 P<O xeff > +1/3
P=0 ¢ © | Seg=+"2 (6)
P>0 Ve <+ Y3

Da (2) nur eine Naherung ist, gelten auch (5) und (6) nur ndherungs-
weise . Die Approximation ist aber gut , sofern g2 1.25.

Den allgemein giiltigen Ausdruck fiir P(Mz) erhalten wir auf folgende Weise:
Mit der Gleichung fiir den Bahndrehimpuls

72 o GMIMA (%)
M"I'Mz
wird aus (1)
p = o5 JAM#+M,) @)
und damit

P _dInP My  3InP Mg  3InP __dinMhg), 3InP J  (q)
P 3lnMy My  3InMg Mg  3(My+Mg) dt alnl J
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Mit

= _ My | (10)
1=-4:
und
vy = _oinJ (11
oln (M,*Mg)
wird
£ _ Fq.pmM, 3(3nI (12)
) P 9 ’2, Mg * ( ot )“’4»”2 !
wobei
T(q,vJ';z) = (Bv+)1-7) _ 3(7+q) . (13)
1+q q _
Die Ableitung (2In3/at) in (12) eliminieren wir mit Hilfe von
Mg _ 1 9 (3InJ (1%)
Mg Sete = 3r,2 ( ot )n,m,

und erhalten:
> £ = [$03) Fan) - ()

Analog zu (6) wird damit

P P <O Setr < Sp2 - 2F/3
ﬁ =0 = Ieff = KR.Q - 2?/3 (16)
P>0 xeff 7 ;R,Q -2¥F/3 .

Ausserdem gilt noch folgende Identitt :
2F =3%,,-1,2%9 (38, 9 ), (17)
Sra=1+ 3 ( Pa B 1+q)

was mit (2) zu

2F = 33p2-1 (18)
Filhrt . (18) in (16) eingesetzt erqibt schliesslich wieder (5).

D Fozit: Das Vorzeichen von P hangt praktisch nur vom Wert von
| S- eff ab.’
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